SPECIJALNE FUNKCIJE

U ovom delu daéemo neke osnovne postavke i relacije neklh spe
se primenjuju u kvantnoj mehamm. Najpre éemo dati osnove fama f
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1. Gama funkcija _ . E‘

Prema Eulerovoj deﬁmm_u gama. funkcija je |

) A
0

Ovaj integral konvergira za a > 0 a divergira za a < 0.

et - (& el 2] ety = (7

Osnovne osobine " 7 \"Uz,)

c/
a) T(1)=1,T(1/2) = \/_:rr) a zbog 0\\5 rezultata I‘(1/2) dovodi se u vezu sa Poissonovim
integralom [ e vy = /T2 &) Ber e _ﬂ;u‘ £5 =2 L ¢

b) D(a + 1) = al'(a). Zbog ove osobine davoljno je izracunati gama funkcuu u intervalu
0 < ¢ < 1 a ostale lako mogu da se odrcde navedenom osobinom. Ako je a =n (ceo
T (o) = Ty, = (~apd] s

pozitivan broj) tada je
I‘(n +1) =n!

Specijalan slucaj je 0! = T'(1) = 1. Zaa = 0,—1,-2, -
lako pokazati na sledeci nac¢in Na osnovu .
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Definicija gama funkcije moze da se progiri i na negativne necele brojeve. Npr.

10,3 _ _T(1,3) s s eflaa)
—=0,7 (—017)(0?3) | - 'J'-ﬁ-_” _;f'r:l

I(-0,7) =

) Za velike vrednosti n vazi sledeca asimptotska relacija

1, a
Pdj= Bim nin

n—co ala+1):(a+n)
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Postoje i druge varija.ﬁte ove‘formule ali ih ovde ne(,emo navo is
g =0,—1,—2,—3;] I‘(a)l ooifDa. bi dokazali &)o{s’legdn_)u relag;mkt%a‘] '

" treba 1zracuna,t1 integral (n—ceo bro_])

n@ = [ (1—5—) go1de
n . LL
¢ -
a zatim se potrazi C = ’F{I’E&J (/ﬂ,_ j
lim In(a) = I'(a) W= 00 4

Za izracunavanje integrala I, (a) uvodi se smena . 7 posle koje integral postaje
n

/' 1
4y =mn" f(l — )% dr,
0

Poslednji integral resavar:io parcijalnom integracijom

a+1

ZE:-I_ 1) /(1 )n 2 a+1d,r
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. Prelaskom na sferne koordmate u ravm (u v) dobija se|

pomenucemo ovde dve okolnosti que su gd"pqsebne vaznps (i za dal_]a. azmatrar
A. Iz teorije apstraktnih prostora znamo da je prostor Csla, b] separabilan, a posto je

Mnozenjem ovih jednaéina dobija se

I'(a)I(B) = 4//?L2a_1023-16_(u v (
0 0 b

|. |r|

§ SR
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-rr;‘21 5, P
I(e)T(B) =2 / cos?*~! fsin*#~1 4df 2/92("‘+ﬁ)—1e-—ezdg
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Posto poslednji integral u prethodnom izrazu zajedno sa mnoziteljem 2 predstavlja
I'(a + B) to mozemo da pisemo

y
w /2 ,/2

w =2 ] cos?@ 1 gsin?P 1 9do = QJ CO&'& = "‘J6~
Ila+3) SO caft

sin” § = 7 dobijamo integral
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= w prelazi u inﬁ_égi'ixl

Ako uvedemo smenu

i 1§
koji smenom
1—7

I(a)T(B) _ 7’ WA dww
Ta+p) ) T+we?

Ukoliko se uzme da je a+ 3 =1 «,p € (0,1) dobija se

A-1 i LB
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biée svuda gust i u La(u,b;. U daljem razmatranju mi ¢emo se ograni¢iti na razmatranje
skupova svuda gustih u Cs[a, b).

skalarnih proizvodae koji su oblika

() = (@) [ e
2 ‘ : E::F

Dopunska funkcija koja se javlja u ovom izrazu zove se t%z?sz. s'kahi'f;
standardni skalarni proizvod o¢evidno je o(t) = 1 u celom intervalu (a,
izraz zadovoljavao aksiome skalarnog proizvoda treba o(t) 43, bude reals
simetrije), pozitivna (zbog nenegativnosti skalarnog proizv?_da (z,2))
kcija. Ovo poslednje je potrebno radi toga, da bi skalarm]?rmzvod’,t;
uopste postojao. & ' i e

U daljem razmatranju ogranic¢iéemo se na potprostor Csa, b] koji ¢ine realne fun
pa je zbog toga

i

w1 i
cije

b
(2,y) = (R) f ot)a(t)y(t)et

Opsta svojstva ortogonalnih polinoma

Definicije: ) ¢

> a) Neka je {gn(t)} neki skup realnih polinoma, pri Cemu gn(t) oznafava realni p
n-tog stepena. Ovi polinomi ée biti uzajamno ortogonalni (sa teZinom
(a,b) ukoliko za bilo koje cele brojeve n i k vazi b A %

b

¥ 1 of 2 LG
b) Velié¢ina '- ! !

i

llgn(®)]] = + / o(£)g2 (t)dt

a

zove se norma polinoma ¢,(?).
¢ ¢) Skup {gn(t)} normirani sistem (uzajamno ortogonalnih realnih polinoma), ako sadrzi
po jedan polinom svih nencgativnih stepena, tj. ako je

{Q?l(t)} = {QU(t): q1 (t)a QQ(t)a r e :q?‘t(t)i Tl }

W K.-_\Posledice definicija '
Téop g~ \hl)_B_ilo koji realni polinom m-tog stepena, @ (t) predstavlja line;

noma qo(t), q1(t),...,¢m(t). Drugim re¢ima mozZe se pisati
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e ks b (s O
Teotert (2 ) 2) Svaki polinom Qn,(t) m- tog stepena, ortogonala.n je, sa teilfﬁom' o(t),

//"i /
: a-d Li1 -.'If ‘*“/
s 313 ~
Iis m
Qm(t) =) Cua(t)
v=0

Zaista, sa obe strane ove relacije nalaze se polinomi m-tog stepen%ga je koeficijente C,
moguée jednoznaéno odrediti. Zahvaljujuéi ortogonalnosti polinoma {g¢n(t)}. ako obe
strane gornje relacije pomnozimo sa g(t)q}{(t) i integralimo u granicama od a do b do-
bxemo r..

m

b
/ (t)qk(t) Qm(tthZw/ (t)qu(t qy(t)dt Cillgx(t)II*

.. p | g
odakle se dobija Uy B L

b

1 !
Cr = TROIE a/ o(t)gr(t)Qm(t)dt (k =

Ll fog
U poslednjoj relaciji prepoznajemo Fourierove loeficijente, 1 7
javlja se zbog toga sto do sada IIISIIIO zahtevali da polmoml

i |

svim polinomima iz skupa {g,(t)} ¢iji je stepen veéi od m. Zaista, za sva,Lo n=1, 2 q
imaéemo

b b i
/Q(t)Qm(t)qm+?‘(t)dt = / l:Q(t)anr(t) z Cv‘i'v(t)} dt

@ v=0

b

c. j o(8)gy () g ()t = 0 /

Ms

v

@

(3) U svakom nermalnom sistemu uzajamno ortogonalnih polinoma (u mterva.lu
tezinom p(t)), sve nulesvakog od polinoma proste su (Jednostruke)
(a,b). L

~ Zapazimo da ¢o(t) mora biti konstanta razlicita od nuleh :_"
go(t) = a. Vrednost ove konstante za sada nije bitna. Po
ortogonalni na go(t) moze da se plse.

ok L ¢ i

| y o(B)aalt)it = 0

1]

(Ovo je skalarni proizvod (qo,¢n) podeljen sa «). Ovaj uslov znaci da funkcija gn(t)
nije istog znaka u celom intervalu (a,b), ve¢ na izvesnim mestima menja znak, tj. ima
jednostruke nule. Neka su to neke tacke tq,t2,....tx (k > 1,¢; € (a,b) 1 t; # t;). Na
osnovu toga moze da se pise

gn(t) = (t —t1) (t —t2) - (t — tr)pr(t) (*)
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/ moZe da se napise u obhku : I

pritom je k < n.! Pretpostavimo da je k < n. Prema stavu (

pri éemu je ar # 0 jer inace Ry nebi bio polinom k-tog stepena. Prema stavu (2), Rk(tS'
kao polinom k-tog stepena, biti ortogonalan na g,(t) jer je n > k po pretpostavci. Prema

tome pisemo
b

/memmMﬂ=o

odnosno
b

/Ri(t)tpk(f)g(f)dt =0,

@

Poslednji integral, medutim, ne moze nikako biti nula jer je mtegmnd vud
znaka. Dakle, pretpostavka k < n dovela je do kontradikeije, a
k < n. Oéevidno je da nemoze k > n pa ostaje jedino da ’ude k=
©k(t) konstanta, pa iz (*) vidimo da g¢,(t) ima tacno n nula u,_'nterva.l

(4) Sve nule izvoda ¢, (t), kod normalnog skupa uzajamno o;togona.lm
sa teZinom p(t)) takode su prosteh nalaze se u (a,b). Ovo sledi iz ¢inje
matematicke analize da se izmedu dve nule diferencijabilne funkéfijé f(t)imora r
jedna nula izvoda f'(%). ' . ‘

2. Legendreovi polinomi

2.1. Generatrisa

|

rt,‘r =
wit ) V1—=2tr + 12

(2.1)

Funkcija v posmatrana kao funkcija promenljive 7 (pri ¢emu je t parametar) analiticka je
1 |'¢“' 3\

u 7 = 0, pa se u ostalim tackama moze razviti u red

Y(t,7) = Po(t) + Pi(t)T + Pa(t)T* + -+

Koeficijenti Py(t) kao 5to ¢emo kasnije videti su polinomi po
! Zabelezimo pre ovoga da se za t = +1 dobija

lq:r

1
W(£l,7)= —— =17+ £ 7% + 74
tako'da se odmah vidi da jé ; 1: &

|
|
L Pa(1) =
| A o 2
)= — )= r__ =1 "1-, = = | = %
=3y = |
A—X Y=o |",r'|- X} = ]_",J:(J
i LR A 2
-lJ Lyi= . | — & ¥
A—=x )" =4



il ’-‘"_|: ,’*‘_l\r—!—!%,g_‘?'i;

)
1/

(L
2.2 Rodrigesova formula e /]0

Dokazivanje tvrdenja da su koeficijenti razvoja (2.2) zaista polinomi zasniva se na
Cauchyjevoy integralnog teorems iz teorije analitickih funkeija.

f(8) = 2w f 5(—{2

c i_

gde je C bilo koja zatvorena kontura koja obuhvata tacku z =
singulariteta integranda. D1ferenC1ranJem po parametru ¢ nFlammo

HE gl i) s ki
dtn ZMC (z —t)nt1

Mgl f

x l'
Na osnovu ove relacije 1 formule (2.2) ¢itamo WHT)= Sk 0 ® g
s r
Py=1(T%) _L ptn) ] govtdwl VB2
" N n‘ 67’“’ =0 o n‘ )?TZ Zﬂ'i'l (_ﬂ_d;f“_- ST 5} -~
L
C je sada kontura koja obuhvata tacku z = 0. Dakle:
X 1 'w(f:z)

Pn(t) - % zn.+1 dz

Ako u poslednjem integralu izvrsimo smenu
1

V1-2tz 422+ e .
. 2 =1~ ' =L
1-2te+# =U-o; \a=25—, = digh

E‘.
F.

dobijamo k
_ 1 1 L (@1 ke )
P = 5 § e e (@ “
c 1“662—_1 X

- 2‘% j 21_n ((52_:)}:1 .‘?5 / (&) / § ( %)

(e -1y
DT

e S

Uporedimo li ovo sa opstom formulom (2.5) ¢itamo:

J“‘( _«-4 //P
3t

(2.7)

g L d" 5 1y
Pﬂ(t) onp 'dt“( 1)
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Ovaj rezultat je poznat kao Rodngesova. formula. U 11tera,tun' se cesto Rodrigesova for wla,
uzima za definiciju Legendreovih polinoma. Iz nje se neposredno vidi da Py(t) mora da
bude polinom n-tog stepena. Zabelezimo

Fs(t) =1,

Pl(t) =i

Py(t) = %(3*:2 - 1),
1

P3(t) = 5(5‘53 — 3t),

Pi(t) %(35# — 302 4 3),

Takode napomenimo da je

3. Legendreova dlferenc' a[ln;.':@ 'je%d a

Rodngesova formula omogucava da se nade dlferencualna. Jednacma. koju za.d__
javaju funkeije P, (t). Podimo od

w(t) = (t* —1)"
Neposrednim diferenciranjem ove jednacine dobijamo

2nt

odnosno
(t* — Dw' — 2ntw =0

Ovaj identitet cemo diferencirati (n + 1) puta, koristeci pri
izvode proizvoda

F(t) = u(t)o(t)
F'(t) = u'v + uv'
F"(t) = u"v + 2u'v

Primena poslednjih formula na (2.10) imamo

dn+1 Wi ; 5 dn+1 n+ 1) dn
= = (t° — 1 2t—
dtn+1 [ = L] = l)dtn“w +( 1 ) din +

Wl
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/ _//.
dn+1 dn+1
sy [2ntw] = 2nt—— sy

a to znaci da je

KNI IR
(t* — 1)Fw( )&;2(?1-;];'_1‘-)1;519( )+ n(nl+

— 2nt%w( ») _2(n+ Dnw™ =0.

Sredivanjem se dobija

d
1)d 5 w™ 4 2t3~w ) _ p(n+ 1)w™ =0.

MnozZenjem poslednje relacije konstantom —1/2"n! dobija se

(1 —t3)P(t) —2tPy(t) + n(n+ 1)Pa(t) =0

Ovo je diferencijalna jednacina koju zadovoljavaju Legendrg:ow pol
je specijalni slucaj Legendreove diferencijalne jednacine koja je oblika

- fg)y" —2ty' +o(oc+1)y=0

S forempeer ol

Vidimo da je Legendreov polinom Pn(t) Jedno partlkularno resenje Legendr
cijalne jednagine u slu¢aju da je 0 = n ili ¢ = —(n + 1) pri ¢emu je n ceo nenegativan
broj.

4. Osnovne rekurentne formule
Na osnovu éinjenice da za Legendreove polinome postoji generatrisa:
b, 1) = (1= 2tr + 72)7Y2 = By(t) + Pi(t)r + Pa(t)m2 4 - 4. .. (2.13)

moze se poka.za.m da Legendreovi pohnorm zadovol_]a.va ju izvesne rekurentne formule

ako (2.13) diferenciramo po t i po 7: I
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Poérﬁatrajmo najpre drugu od ovih relacija. Ona moze da se napige u obliku

(t—r)¢=(1—2tr+1'2)(P1 4 2P+ 3P 4 4 nPar™ L)
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Ako se o izrazi iz (2.13) nalazimo dalje

(t —7)(Po(t) + Pi(t)m + Py(t)r* + ... Pa(t)T" +...) =
=(1—2tr +72)(P + 2P,7 + 3P37% + - 4Pt 4

Ako se obe strane izmnoze ¢lan po ¢lan i srede a zatim izjednage koefi
promenl_]lve 7 dobija se prva od trazenih rekurentnih formula. zjednace

nata uz 7" imaéemo za n # 0

tPo — Pacy = (n+ 1)Pats — 20tPo + (1 -
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kad se ovo sredi dobija. se
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> )/ n+ 1)Ppti1(t) — (2n+ 1)tP (t) + nPp-1(t) =0 .j’ (218)5
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Ako se analogno postup1 sa prvom od relacua (2. 14) dobija se (1z_]ed11acavan3em koeficije-

nata uz 7°1?)

| Palt) = Pra(8) = 2P0 )+ Pl l(t) (2.16) 74 ",

U praksi se najcesce kor1st1 Jedna. druga rekurentna relacija 1{0]3. se dobija kombinovanjen
relacija (2.15) i (2.16). Diferenciranjem (2.15) po ¢ dobija se

(n+1)Pyy — (2n+1)Py— (2n + 1)tP, +nPp_y =0
odakle se dobija

[-(2n 4+ 1)Pa + (n +1)P; it P!
(n;«{- 1) +1+nP :
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Zamenom poslednje relacije u (2.16) dobija se, posle elementarnih sredivanja

Pa(t) = [Pris(t) = Paa(®)] (2.18)

2n+1
Ovo pokazuje da se raznim transformacijama rekurentnih formula mogu dobiti neke druge
rekurentne formule koje su mozda zgodnije za neke primene.

Napomena I: Navedene rakurentne formule mogu se dobiti i direktno iz Rodrigesove
formule i Legendreove diferencijalne jednacine.

Napomena II: Iz relacije (2.15) vidi se da se svi Legendreovi polinomi mogu dobiti na
osnovu poznavanja Py(t) =11 Pi(t) = t.
Napomena III: Na osnovu relacije (2.18) vidimo da se neodredeni in
endreovog polinoma moze napisati kao .

= 7 [ f (t)df - spg P - Pl
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Specijalni sluéaj ove relacije je [ jll Pa(t)dt =

5. Ortogonalnost Legendreovih polinoma
Legendreovi polinomi su ortogonalni, sa teéinom g(t) =1, u intervalu (—1,+1). Pos-

matrajmo dva Legendreova polinoma P,(t) i Pk(t) (n # k). Ovi zadovoljavaju odgo-
varajuée Legendreove diferencijalne jednacine

P, (t)] + n(n 4+ 1)Pa(t) =0

(e
(1= t*)Pi(t)] + k(k+1) )Pi(t) =0

I
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Pomnozimo prvu od ovih jednaéina sa Pk(t) a drugu sa Pp(t
Rezultat navedenih operacije je

i Pk(t) [(I—tzl)Pf(t)J =Pt dt (1T1)Pk£t
1 +[n(n+1) k(k—i—l )1 Pa(t)Pi(t) = 0

Kod prva dva ¢lana poslednje relacije moZe da se primeni identitet koji se koristi pri

parcijalnoj integraciji u—— Primenom ovog identiteta dobija se

dt = qyluw) = dt
Pi(t) 5 (1~ )PL()] = 411 - #)PLP] - (1 - *)PL P}

Pt [(1 - £)PL(0)] = -% (1= #)PLP,] — (1~ )PP,

Ao se ova dva izraza oduzmu jedan od drugog pa unesu u (2.19) dobija se:

= [(1 — )PPy — PiP,)] + [n(n+1) — k(kl+ 1)] P

Integracijom poslednjeg izraza u granicama od —1 do +1 nfaz;mo
E ‘ i ; 41

(n+1)~ ik 13] y Pa(t)Pe(t) c;é g
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Sto se, ako je n # k svodi na uslov ortogonalnost:

+1

/ Pat)Pu(t)dt =0 n#k (2.20)
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6. Norma Legendreovih polinoma
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Legendreovi polinomi definisani na ovaj naéin nemaju jediniénu no;
ortogonalun ali ne 1 ortonormsmm ssstem Da blsmo presh
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—/@ Najpre treba izracunati norme polinoma P,(t) u smislu skalarnog proxzvoda sa kOJIm Sk
radimo (skalarnog proizvoda &ija tezina je o(t) = 1)

+1 41
1P = [ P20 = [ Palt) (20 = DePacs(t) = (n = DPas(0)]
=1

-1

(jedno P,(t) zamenjeno je prema rekurentnoj formuli (2.15) uz n — n —1). Ako desnu
stranu poslednje relacije podelimo na dva integrala Br,vl otpada zbog ortogonalnosti Leg-

-1 -1

endreovih polinoma (2.20) pa ostaje f“’J i
+1 +1 ik
; PO = [ P26y dt = {Po(t)Pa-

Izraz tPy(t) opet zamenJuJemo prema. (2 15) zan — n pa j§

; LB = /Pz(t)dt 2”n 1/‘~Pn._1(t)[( +1)?";L(2Tn

Ovaj izraz opet podelima na dva integrala od kojih prvi otpada zbog ortogonalnosti a drug‘i 'I

daje
b 2 1 V3 2n—1
2 _ 2 _ an~— 2 — — 2
1PN = [ Payat =27 [ PLa@ai= S5 1Pll @229
1 = <1

Izraz (2.23) je rekurentna formula za norme Legendreovih polinoma. Primenom na kon-
kretne slucajeva n = 1,2,... ova daje

B = IR

BRI = SR

n&wmx;wumﬁ
“E“T”“"""“"* 4
"nPﬂW—ﬁm'naﬂ@wﬁq"

Ako sve jednaéine (2.24) izmnozimo, pa skratimo sve §to moZe dobijamo

|Pa(8)II* = 1B (n=1,2,3,...)

9+1
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Veli¢ina || Py(t)||? lako se nalazi jer je Po(t) =1 pa je ||Po(t)||* = fjll dt = 2 a na osnovu
toga konaéno imamo

2 2 _
_ @(tu T (1=0h23)

? /L{\ - Dakle Legendreovi polmorm obrazuju skup uzajamno ortog?nalmh funi;'. 1]
ortonormirani sistem jer norme polinoma nisu jednake _]edl.%_l' g

- Potpunost skupa Legendreovlh pohnoma sledi iz teoreme ko.]la. glas f
f(t), neprekidna u intervalu (—1,+1) i ortogonalna ( satezinom p(t) =1u istom intervalt

% na sve Legendreove polinome, identicki je jednaka nuli (f(t) = 0).
Uvedimo pomoénu funkeiju:
£0), te[-1,+1]
s { (2.26)
0 t¢[-1,+1]

Ova funkcija je sigurno kvadratno integrabilna u intervalu (—oo, +00) (tj. pripada prostoru
Ca(—00,+00) a time i Ly(—00,4+00)) tako da postoji njena Fourierova transformacija

“+oo

+1
1 , 1 .

jw)= o f g(t)e™tdt = é;/.f(t)ewtdt
-1 S

: %

Posto je funkcija e svuda, anahtscka b1ce to 1 funkcija ¢

: ' 2L

: Sy . hit b5 l‘%i-»'-mz
§(w) = §(0) +wg'(0) 51 g"(O) L ik = i A PO L ..__

Pri ovome je

o+l 9 +1
7w) = 5= [t §') = 5= [Ewedt,...
i | - -1
g
~(k) ¢ 1wt
(@) =5 ft f(t)etat (2.30)
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Posto se t* moze prikazati kao linearna kombinacija prvih k Lege dreov;h-
E 1 €, Py(t) nalazimo: -
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Veli¢ina || Py(t)||? lako se nalazi jer je Po(t) = 1 pa je ||Po(t)||> = [~ dt = 2 a na osnovu
toga konaéno imamo

IP t)* = (n=0,1,2,3;---)__
2n+1 +1

Dakle Legendreovi po]moml obrazuju skup uzajamno ortog?nalmh funkfl,]
ortonormirani sistem jer norme polinoma nisu jednake jedinici. i

7 Potpunost skupa Legendreowh polmoma
3 r | 7«"‘ vty i

na sve Legendreove pohnome, 1dentnck1 je jednaka nuli (f (t) =0).
Uvedimo pomo¢nu funkeiju:

_ f(t)! te [_11+1]
9(t) = { 0 t ¢ [=1,+1]

(2.26)

Ova funkeija je sigurno kvadratno integrabilna u intervalu (—oo, +00) (tj. pripada prostoru
Ca(—00,+00) a time i Ly(—00,+00)) tako da postoji njena Fourierova transformacije

oo

§w) = 21 / g(t)e!dt = “[f(t)e it gy

— 00

Posto j Je funkcua gt svuda anahtscka b1ce to i funkeija g(w)

3, {: b

ﬁ(w) = 5(0) -I—wér'(O) w IF(O) + ~m(0) o |+ :

Pri ovome je

4 5t
§w) = 5 [t §') = 5= [Efwedt,...
=1 -1
e 1
i®(w) = ﬂft F(t)e'tdt (2.30)
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Posto se t* moze prikazati kao linearna kombinacija prvih k Legendreovih polinorn
E 1 €y Py(t) nalazimo: b4
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jer je po pretpostavci funkeija f(¢) ortogonalna na sve Legendreove polinome. Lako se
vidi da je i §(0) = 0 (ortogonalnost funkcije f(t) na polinom Po(t) = 1), tako da su svi
koeficijenti ravoja (2.30) jednaki nuli, tj. §(w) = 0. Primenimo li inverznu Fourierovu
transformaciju

+oo

g(t) = /g(w)e_imdw = g¢g(t)=0 u (—o0,+0c0)

— o0

na osnofu koje se vidi da je f(t) = 0 u intervalu (—1,+1) 3to je trebalo i pokazal
Dakle, jedina neprekidna funkcija ortogonalna na sve Legengireove P 11;% magx -
tezinskom funkcijom g(t) = 1) je funkcija f(t) = 0. Prema deﬁnlcu , toizn
Legendreovih polinoma potpun u Ca[—1,+1].

8. Legendreove funkcije (Legendreovl pohnonn jedini¢ne T
| i et | :

b ¥ )'.:_:-.a.;:,. | b3 ;E ..” :

Vec smo pokazali da funkcue {11 gReAt |

1 n+1 2

(2.31)

¢ine jedan potpuni ortonormirani sistem u C3[—1,+1]. Na osnovu ove tvrdnje moZemo
reéi da bilo koja neprekidna funkcija moze da se napise u obliku Fourierovog razvoja

F(t)=> A1), A =(I,F)= / ,(t)F(t) dt (2.32)

U tackama gde je F(t) neprekidna funkcija, Foumero? razvol ko
metrike koja izvire 1z razma,tranog ska.larnog promvoda) ka vr dnostl F ;

u prebrojivo mnogo tacaka, pa ako u (2. 30) uzmemo Lebeguesove integrale, dobi¢emo
Fourierov razvoj koji skoro svuda konvergira ka polaznoj funkciji. U tackama gde se
funkcija razlikuje od deo po deo glatke funkeije razvoj moze konvergirati ne¢em drugom.

Suma vao A, II,(t) element je lineala nad Legendreovim funkcijama, a ovaj je svuda
gust u C3[—1,+1]. Dakle, izborom dovoljno velikog n moze se uciniti

k
0 (F(t), > Ayﬂi,(t)) <e

v=0

tj. funkcija F(t) moze se aproksimirati sa Zeljenom tacnoséu.



